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Resumen

Este trabajo intenta aportar una icoria ordenada sobre los distintos modos de generacion y
capitalizacion de los intereses, con las consecuencias financieras y practicas que cada uno de
elios trac aparejadus.

Se anaiizan fos siguientes casos. interés simple, compuesto, exponencial v continuo.

Como itnstrwnento para el anadlisis se utilizaran los modelos matemdticos implicitos ) sus
propiedades pertinentes. en especial la propiedad de escindibilidad.

Incluye una breve resenia historica

Abstract

The aim of this paper is 1o contribute with an ordered (regulated) theory on the different
ways of arousing and capitalizing interests, taking into acconnt the financial and practical
consequences that it may bring along.
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The following cases are analysed: simple interest, compound interest, exponential
interest and continuous iterest.

The instriments used for this analvsis are the implicit mathematic models and
their corresponding characteristics, in particular the splitting characteristic.

This paper also includes a brief historical reference.

INTRODUCCION

Es indudable que en estos tiempos el tema del interés, como conccpto financiero. esta
involucrado c¢n la mayoria de las operaciones comerciales.

Si se toma conmo ejemplo basico una inversion consistente en un intercambio -en distintos
momentos del tiempo- de dos capitales, uno inicial llamado capital (C) y otro final, montante o
monto (M), la cuantificacion del interés (1) en valores monetarios resulta sencilla, ya que se
obtiene como diferencia entre ambos.

C M

| T

0 1 —>  periodos (n)

0 m > dias
[=M-C

Para tencr una mejor percepcion de la variacion del capital, es mas adecuado expresarla en
funcion de la tasa de interés, definida como el interés ganado por cada peso de inversion inicial
en ¢l plazo transcurrido, y calculada como el cociente entre el interés y el capital inicial.

Esta tasa estd necesariamente relacionada con el plazo -tiempo transcurrido entre el momento
inicial y el final-. que en un ejemplo elemental como éste, coincide con un periodo. Por esta
razon puede también llamarse tasa periddica e indicarse i, siendo m la cantidad de dias del
periodo.

También se puede analizar la situacion mediante una valoracion dinamica del capital, cuyo
axioma eclemental afirma que el capital crece, al menos nominaimente, por el solo transcurso

del tiempo™.

Si bien este interés se cxpresa y se calcula en general al final del periodo, su generacion no es
espontanea a la fecha de vencimiento de la operacion. Es l6gico pensar que el interés se produjo
a todo lo largo del plazo, y mas precisamente dia por dia, para la practica financiera y legislacion
vigentes.
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Pero aun cuando exista acuerdo en esta afirmacion, hay diferentes criterios en cuanto
a la capitalizacion de csos intereses, es decir. en qué momento deben sumarse al
capital para generar nucvos interescs.

Ello se pone de manifiesto cuando se trata de calcular los intereses para un plazo (t) distinto al
periodo unitario definido anteriormente, particularmente si ese plazo no es igual a un numero
entera de periodos.

Esta dispersion de cnterios ha dado lugar al surgimiento de los distintos regimencs del interés y
de tasas de distinta definicion y aplicacion. Esta situacion se podria calificar de cadtica. al menos
para quienes pretenden aproximarse al concepto sin haber hecho un profundo analisis del tema.

Este trabajo intenta aportar una teoria ordenada sobre los distintos modos de generar y
capitalizar los intereses, con las consecuencias financieras y practicas que cada uno de ellos trae
aparejadas. Como instrumento se utilizaran los modelos matematicos implicitos y sus
propiedades pertinentes.

Es importante aclarar que cuando se hable de resultado o rendimiento de fa operacion, a los
efectos de simiplificar ¢l vocabulario, se debe entender que no se tiene en cuenta factores como
gastos. impuestos, inflacion, eic.

EL MODELO MATEMATICO

La Matematica como herramienta para el  un hecho real como es la existencia de los
desarrollo de otras ciencias tiene un rol de  problemas financieros, se han diseriado a lo
indiscutible importancia. El ncxo que resuelve  largo del tiempo diferentes modclos que han
esta relacion, es el modelo matematico. intentado dar una solucion vahda a c¢sos
problemas cotidianos: linecal, exponencial.

La Matematica Financiera no escapa a esta . . ;
disereto, continuo y otros.

regla, y es asi como se obscrva que a partir de

EL INTERES A TRAVES DE LA HISTORIA

Si bien no e¢s frecuente encontrar informacion historica sobre calculos finangieros, €stos  han
sido aplicados en todas las grandes civilizaciones desde los ticmpos mas remotos. A partir de la
observacion de estos datos, se puede inferir que la modalidad de generacion y célculo de
intereses, ha sido consecuente con la evolucion de fos conceptos matematicos a través del
tiempo.

Es asi como se sabe que las civilizactones mesopotamicas (aproximadamente 2000 a 500 a.C.),
aplicaban lo que se conoce hoy como interés compuesto para periodos enteros -en general afios-
v simple para fracciones de periodos.

Boyer (1996)°, presenta un ejemplo de calculo de interés en la antigua Mesopotamia.

Para resolver los problemas de interés compuesto, se valian de las tablillas de potencias
sucesivas de un nimero. Estas tablas de tipo exponencial, son analogas a las utilizadas en la

: Bover, C. (1996), Historia de la Matematica.
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actualidad, salvo que los huecos que scparan las cntradas eran mayores. Para salvar csta
dificultad. recurrian a la interpolacion lineal, tema ampliamente dominado por los matematicos
de la época.

Un ejemplo de ello es el calculo del tiempo que demora un capital en duplicarse colocado a
cierta tasa anual.

Para una tasa del 0,20 anual, que en su sistema de numcracion de base 60 sc representa 12/60, la
respuesta es 3;47;13:20 aios, lograda a partir de la intcrpolacion lineal entre (4;12) y (1:12),

resultado que sc obticne aplicando la formula:

M=C(1+i)"
Para que un capital inicial de | § se duplique, es decir, se obtenga un capital final de 2 §, resulta:
2=1x12" o 2:1[t12\n
60
la solucion para este calculo se obtenia en la tablilla de potencias:
3(n{4
Tiempo Capital final Capital final
‘ (base 60) (basc 10)
1 afos (1:12y° 1,728
G- 2 2
4 afios (112 2.0736

Una vez conocido entre qué valores cnteros se encontraba el resultado. se interpolaba
linealmente obteniendo 3:47:13;20 afos.

.Esta respuesta puede ser transformada a numeracion decimal:

47 13 20
+

4+ =3,78703703 afios =3 afos 283 dias
60 60° 60°

3+

A continuacion se presentan los calculos de acuerdo con los conocimientos actuales. Aplicar
intcrpolacién lineal equivale a devengar intereses en forma lincal para el subperiodo, es decir:

A [
2=1x12% x| 1+ 02 f
L 360 )

\
| = f=283dias

" resultado que coincide exactamente con ¢l obtenido en aquellas épocas.

Se entiende por subperiodo a aquél cuya duracion es menor a la duracion del periodo de la tasa
considerada. Por ejemplo, 283 dias es un subperiodo para ¢l caso de trabajar con tasa anual.

Ya en la edad moderna, Jacobo Bernoulli (1655-1705), se relacionaba con cientificos
contemporaneos de primer orden y se instruia autodiddcticamente en cuestiones elementales,
sobre todo en matematicas aplicadas.
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Entre las demostracioncs y icmas tratados en una disertacion sobre sucesiones (1689),
es notable el tratamiento del interés compuesto continuo (funcién de e), segun lo
menciona Hofmann (1961)°.

Un poco mas adelante en el tiempo, se observa una aplicacién ai calculo del interés de la ley de
Malthus (1766-1834), originalmente utilizada para ¢l calculo de la poblacion de la tierra, como
funcidn exponencial creciente det tiemipo.

ity §(t-tg)

x=Ke°! con K=e 0 x=e

“En el mismo orden de ideus se pueden citar los intereses compuestos: | $
colocado durante un aio, produce r 8, .. . Al cabo de un wio se puede admitir . . .
que los r § se agreguen al capital. que serd asi (1+r). .. . al cabo del segundo
serd (1=r)" ... v (1+r)" al cabo de n aios. Pero también pueden convenir las
partes en agregar los intereses al capital, no cadda wio, sino cada ., cada . cada
1/p de aiio. aungue este extraiio convenio no se hace en la practica. Esto equivale
a decir, simplemente, que ¢l interés producido queda dividido por p (1 3 prodiice r
S enun ano, luego prodice rip 8 en 1/p de ano). El ninuero de capitalizaciones yva
no es n, sino pn. Al cabo de n o wios, |8 se habra convertido en

Ie \ pn
! . . ,
' pesos, sthiha ewdcnfemwzlc superior «a lu anterior, pllé.‘.SI() que los
/

( 1+ r
v P
intereses comenzaron a producir anres. Las partes podran tener escriupulos v
decirse: “Capitalicemos todos los dias, p = 1/363; pero si esta capitalizacion se
realiza a la hora 0, los intereses producidos a las 0 hs. 1 minuto no produciran
hasta el minuto siguicnie, y no seria equitativo”. De escripulo en escripulo
legarian a tomar formidables valores de p; a cada momenio aumenia el capital y
este aumento es proporcional a su valor en aquel momento. Los financieros
demasiado cscrupulosos tal vez se preguntarian si el capital no llegaria a ser
mitnite en algunos segundos, pero, mas dichosos que ellos, nosotrus podemos
responder: el capital aumenta segun una lev malusiana, la cantidad n que
representaba, en suma, el incremento medio por aiio y por habitante, estd
sustitnido por r que representa el jnterés producido por 1§ en un aiio, en un
moniento dudo

a

—%%—:rC con C=C, e"

stendo evidentemente Cy el valor del capital cuando t = 0, puesto que e’ = I. De
aqui resulta que los escripulos de los financieros les condujeron a un resultado
muy defendible y que volvemos a encontrar un resultade ya advertido: cuando los
financieros toman mimeros p cada vez mayores, hacen lo que llamainos tender p

p n
. r P
hacia infinito. v acabumos de ver que el limite de |1+ . en eslas
\ p

&l

condiciones, es ¢"". ya que &l lintite de

' Hofmann, E. (1961), Hisroria de la Matematica, vol. 2.
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. . . vl
resultado que habiamos enunciado sin demostrarlo.

El avance cn la teoria matematica no desplazé en la practica los modelos anteriores, sino que
coexisten todos cllos, dando lugar a la multiplicidad de modalidades financicras (regimenes) que
se presentan hoy cn el cdlculo y generacion de intereses.

ALGUNAS CONSIDERACIONES IMPORTANTES

Los regimenes del interés expresan una rejacion funcional entre ¢l interés (1) o ¢l monto de la
operacion (M), con las variables capital inicial (C) y tiempo, plazo, o duracion (1), que son
medidas relativas a la operacidén. A estos valores se agregan frecuentemente otros. llamados
parametros, como la tasa de interés i, entendida ésta como la compensacion por ¢l uso de un
capital ajeno. para una unidad monetaria. durante un periodo de m dias de duracidn, tomado
como unidad de ticmpo.

Si no se aclara otra cosa, se debe entender quc la tasa “i” es la tasa valida para un periodo de
duracion m dias, que también puede expresarse COmo i)

En la practica, todas las formulas que expresan los distintos regimenes correspondientes a
distintos modelos matematicos, ticnen al capital como factor, es decir que siempre el interés y el
monto son proporcionales al capital C. En general:

M=C s(t)
El factor f( t ) recibe el nombre de factor de capitalizacion o de montante; multiplicado por el
capital inicial da por resultado el capital {inal. Su expresion depende del modelo que se trate.
El factor que permitc obtener el capital inicial a partir del capital final se denomina factor de

: ‘e . -1
actualizacion o descucnto y es iguala f ( t ) De tal forma que:

: -1
St) () =0
La nomenclatura para el tiempo utilizada en este trabajo sera:

e U duracion total de Ja operacion en dias;
¢ m: namero de dias del periodoe correspondiente a la tasa;
e 1 numero de periodos de duracion m dias.

t
n=—n;*=n'+f;conn‘paneenlcradeny05f<l.

* Pelletier. J. (1958). Etapas de la Matemdtica, pp. 145-146.
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PROPIEDAD DE ESCINDIBILIDAD

Existe dentro de la Matematica Financiera una propicdad muy importante: [a propiedad de
escindibilidad. Ella permite afirmar que el monto de una inversion no varia si se divide la
operacion en varias operaciones sucesivas, reinvirtiendo en cada una de ellas el montante
obtenido en la anterior.

Ello significa que es suficicnte multiplicar el capital final de un periodo por el factor de
capitalizacion del proximo y asi sucesivamente hasta completar el plazo.

n n;

Nq{+No=n

Se debe considerar la escindibilidad desde dos aspectos: a) la accién de escindir, definida como
la interrupcion de la operacion en un momento cualquiera, para reiniciarla en forma inmediata, y
b) la propiedad dc escindibilidad, que implica que el resultado al escindir la inversion es él
mismo quc si no se hubiera hecho. Esta propicdad no se cumple en todos los modelos del interés
que seran analizados. :

Los modelos exponenciales son Jos unicos escindibles cuando se trata de leyes de una sola
variable.

La escindibilidad es muy valiosa desde el punto de vista analitico porque trae aparejadas grandes
simplificaciones algebraicas.

RELACION DE EQUIVALENCIA
Otro concepto fundamental es el de capitales equivalentes.

A continuacién se define la relacion “capitales equivalentes™ dado un régimen de interés y una
tasa (i > 0), dos capitales C, v C., son equivalentes, si v solo st C,, es igual al valor final de C, v
consecuentemente. C, es igual al valor actual de C,. calculados con el régimen v la fasa
considerados

Co=C, f(t) o c,=c, f(1)

Donde f(t)f'1(t)=1
Los subindices indican posicion en el tiempo. Suele utilizarse Co=C.

Desde el punto de vista analitico. una relacion de equivalencia es una relacton binana_interna
sobre un conjunto no vacio, que cumple las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.
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Definiciones
Propiedad reflexiva: Todo capital es equivalente a sl mismo
Go= G f0)

Propiedad simétrica: Siun capital es equivalente a otro, éste es equivalente al primero
G C o= f - o 1Y
si C,=C, flu) entonces Cyp=C, f ( n

Propiedad transitiva: Si un capital es equivalente a otro, y €ste es cquivalente a un tercero, el
primero es equivalcente al tercero

sl Cn1 :CO f(n1) v Cn1.n2 :Cn, f(nZ)

entonces C ., = Cofln, +n,)

Se puede demostrar que las dos primeras propiedades se cumplen en todos los modelos que se
analizardn. no asi ia propicdad transitiva.

Todo régimen de interés que cumpla con la propiedad de cscindibilidad, también cumple con la
propiedad transitiva de la equivalencia.

Cuando se trata de operaciones mas complejas. de mas de dos capitales, la propiedad de
escindibilidad trae aparcjada algunas consecuencias importantes que factlitan los razonamientos
y calculos:

¢ Si se quiere obtener el valor final de varios capitales Cy, C),...., C, se pucde calcular
progresivamente. Se calcula el mento del primero a la fecha del segundo, se suman
estos dos valores y su resultado se capitaliza hasta la fecha del tercero y asi
sucesivamente hasta llegar al ultimo.

My M, M, M, M,
Cy C Cs Coi C,
| i 1 ! —
0 1 2 n-1 n
N N
n n- n,

Esta operacién queda simbolizada por la siguiente expresion recursiva:
M 0 = C 0
M, =M, fn)+C, parak=z1

que también es totalmente aplicable en casos de cambios de tasa y duracion del periodo.

e Una vez que se han reunido todos los capitales en una fecha, puede valuarse su
resultado en cualquier fecha, posterior o anterior, como si fuera un capital Gnico.
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Para ello sc aplica el factor de capitalizacién o de actualizacién
(operacion inversa). segun corresponda.

» Los calculos son validos tanto para capitales positivos (tomados como aportes) como
negativos (correspondientes a retiros), ya que el resultado depende sélo de la fecha
en que se hizo efcctivo ¢l movimiento.

* Si dos conjuntos de capitales son equivalentes en una fecha, lo son también en
cualquier otra.

CAPITALIZACI()N

Tanto o mas importante que cl calculo del interés resulta ¢l concepto de capitalizacion de ese
interés. que consiste, por definicion, cn sumar el interés al capital para ganar a su vez intercses.
Esta nocion es de especial relevancia, porque su distinto tratamiento, da lugar a los diversos
modeclos del inlerés.

Es decir que la decision que se tome respecto del momento en que se capitalizan los iniereses.
tracra aparejada la eleccion del modelo matematico para su cdlculo y viceversa.

Antes de conocer los distintos regimenes del interés, se enumeran los casos en que formalmente
se produce fa capitalizacion.

e En una operacion simple. al finalizar la operacién cumplido el plazo estipulado.

¢ Por una clausula contractual; en general en forma periddica.

e Si se interrumpe la operacidn. retirando el monto que resulta v renovandola por un
capital igual al importe retirado.

e Si se retiran los intereses de la primera operacion y sc vuelven a invertir por separado.

e Existen modelos donde la capitalizacién es inherente al mismo. No se habla de
capitalizacion como conversion de los intereses en capital, sino que se sigue un
concepto de valoracion dinamica del capital.

Es decir que hay capitalizacton cuando se conviene entre las partes que periddicamente los
intereses se sumen al capital, para ganar intereses, o por su reinversion fuera de Ja operacion
inicial. Pero también involucra.al concepto de capitalizacion el derecho que tiene el acreedor a
percibir los intercses devengados. cualquiera sea el tiempo transcurrido. Esto bajo fa éptica dc [a
valoracion dinanuca del capital.

PERIODICIDAD DE LA TASA

Otro punto a tener cn cuenta al momento de pactar o valuar una opcracion, cs {a definicion del
plazo de la tasa de interés. Lo mas adecuado es elegir una tasa cuya periodicidad sea:

s Coincidente con el plazo al cabo del cual las partes convienen en terminar la operacion,
si es un simple intercambio de dos capitales.

» Concordante con el intervalo de ticmpo que transcurre entre dos movimientos de fondos
consecutivos, en el caso de ser periodos regulares.

e En caso de periodos irregulares, una tasa efectiva anual a partir de la cual se calculen
las tasas periédicas equivalentes necesarias.
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REGIMENES DEL INTERES

Se presentan a continuacion los regimenes mas conocidos y utilizados en Matematica Financiera
{pueden presentarse algunas diferencias en cuanto a la denominacion dada a cada uno de ellos).

A.REGIMEN DE INTERES SIMPLE
En este modelo los intereses se pagan al finalizar la operacion, y se calculan:
I=C i(m) n
El interés resulta proporcional al capital y al tiempo, propicdad que suele tomarse como
definicion del interés simple.
Si lo que se desca calcular es el monto:

M=C{1+igmn)

donde f(t) = {1 + i(m) n ) para N = t/M_ nimero dc periodos de duracién m dias, contenidos
en el plazo t que dura la operacion, pudiendo ser este nimero entero o no.
Este modelo de interés ticne las siguientes caracteristicas:
Aplicacién del interés simple para varios periodos enteros
M=C{1+ipmn)

Como se menciond anteriormente, lo mas adecuado en este caso es definir la tasa de la
operacion como | (nm) ¥ con clla calcular el capital final.

M:C(1+i (nm))

de esta forma queda determinado exactamente el resultado de la operacion.

Tal como han quedado expresadas las tasas en las formulas anteriores, las tasas | (m) € i (mn) ¢
lfaman proporcionales.

El uso de la tasa | (my como referente, puede prestar a confusiones ya que se puede interpretar

el periodo de m dias como ¢l momento en que ¢l acreedor puede disponer de los intereses
generados con la tasa i (m) hasta ese momento. Si es asi, es facil ver que no se obtiene igual

resultado aplicando | (mn)-
El siguiente ejemplo ilustra ¢l caso: si una operacion a 60 dias se pacta al 4 %, hablar de un 2 %
mensual da la idea que al cabo de 30 dias se han devengado intereses en esa proporcion,
pudiendo disponer de ellos, con lo que al cabo de 60 dias resulta un rendimiento del 4,04 %.

Entre las tasas proporcionales de mayor difusion esta la tasa nominal anual (TNA). Ella es un
claro ejemplo de lo dicho anteriormente. Se pacta cierta TNA, pero se aplica una proporcional

I (m)» Para una operacion de plazo m.
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Propiedad de escindibilidad

La funcion lineal no c¢s escindible, por lo tanto ¢i interés simple no cumple con la propiedad
transitiva de la equivalencia de capitales. Esto implica que no es una relacion de equivalencia.

M=C{1+ig n)=ClI+im (m o)

Escindiendo la opcracionenn |y ny:

C,=Cl1+imn,)
M*=C (1+imn,)

si se recemplaza C, por su igual

M*:C(1+i(m)n1)(1+i(m)n2):C‘L1+i(m)(n1+n2)+i(m)2n1n2 =M

Esto implica, en la practica, que si en algin punto comprendido dentro del plazo n sc produce
una modificacion -por ejemplo en la tasa- o se debe incorporar algun movimiento de fondos, los
calculos siguiendo el modelo Tincal no se pueden resolver “cortando™ la operacién cen ese punto
y modificando de alli en mas los parametros. Por el contrario, su resolucion es mas compleja,
encontrandose en muchos casos errores en el procedimiento.

Aplicacién del interés simple para un subperiodo

Cuando N =t/mM numero de periodos de duracion m resulta no entero, o por necesidades
practicas es necesario considerar una fraccion de periodo, indicada con f, cl interés simple
presenta una caracteristica muy particular.

Por ser el interés una funcion lincal del tiempo, cl incremento del capital es constante para cada
periodo considerado. De esta forma la tasa subperiddica de interés es decreciente a medida que
se avanza en el tiempo.

Si se toma un periodo de duracion m y se divide en dos fracciones de igual duracién : [ y i, el

intcrés producido en cada una de ellas sera:

Iy =Cljm foe |,= Cifm) f,  iguales entre si.

Las tasas periodicas correspondicntes a cada una de esas fracciones, dc acuerdo con la definicion
de tasa, es decir igual al cociente entre el interés y el capital inicial, se calculan:

b Lo

TCH,

b =? e lp=
donde i» < i,. En general se puede demostrar que las tasas subperiodicas de igual duracidn, son
siempre decrecientes a medida que avanza el tiempo.

: ik
V1 =2
1+i k

En el cjemplo que se mucstra a continuacidn, se supone un periodo anual, con una tasa del 12 %.
Se calculan para los 12 meses consecutivos que componen el aio: el monto, €l interés y la tasa
subperiddica, correspondientes a | $ dc capital inicial.
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Tasa
Mes M I
Mensual

0 1,00
! 1,01 0.01 0,01000

2 1.02 0,01 0.00990
3 1,03 0,01 0.00980
4 1.04 0,01 0.00971
5 1.03 0.01 0.00962
6 1,06 0,01 0,00952
7 1,07 0.01 0.00943
8 .08 0.01 0.00935
9 1,09 0,01 0,00926

10 1,10 0.01 0.00917
11 1,11 0.01 0,00909
12 1,12 0,01 0,00901

Para simplificar s¢ consideran todos los meses de igual duracién

Si bien los intereses correspondientes a cada mes son iguales, la tasa mensual, que es
subperiddica respecto del periodo anual elegido, es decreciente mes a mes.

En el siguiente grafico se representa la evolucidn del capital a lo largo del ano.

114 ' I

1,12
110 |
1,08
1.06

Monto

1.04

| |
| 0,98 - r e e S—
| 0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

. |

Periodos J
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B. REGIMEN DE INTERES COMPUESTO

En estc modelo los intereses se capitalizan periddicamente para producir nucvos intereses. Los
mtereses se consjderan generados dentro de cada periodo, en forma lineal.

De esta forma si sc presenta un caso con tiempo no entero. la solucion es mixta: compuesto para
la partc entera v lineal para la fraccionaria.

La tormula de calculo mas utilizada es la del monto:

M:C(1+i (m) )”' (1 +i(m) f)

con fO= (141, )"+, f)
para n” = parte entera dcl cociente t/m, v f la fraccionaria. Si =0, la expresion se reduce a:
M:C(1+i(m))” y f(t)= (1+i(m)}”

En el interés compuesto. el interés no es proporcional al tiempo.

La tasa que se debe aplicar es siempre de una periodicidad coincidente a la de los periodos de
capitalizacion.

Este modelo de interés tiene las siguientes caracteristicas:

Aplicacion del interés compuesto para varios periodos enteros

M=C{1+i ()"

donde flt)= (1+i(m) )n
Ei rendimiento total de la operacion se obtienc considerando el tiempo total t =m x n:
M=C(1+i,)
M

() = =g 1= (14 )=

En este caso resulta indistinto el uso de la tasa periodica i(m) aphcada n veces o la
capitalizacion Unica con la tasa multiperiodica i (mn)- Se dice entonces que ambas tasas son
equivalentes.

Para usar un ejemplo comparable con el del interés simiple de la pagina 91, sc obticnc igual
resultado aplicando dos veces una i 3 = 0,02 que una i, = 0.0404.

Propiedad de escindibilidad

La funcion exponencial si cs escindible, lo que permite afirmar que el monto de una inversion no
varia si se divide la operacidn en varias sucesivas, reinvirtiendo en cada una de ellas el montante
obtenido en la anterior. Matematicamente se puedc afirmar que cumple con la propiedad
transitiva.

Si se quiere obtener ¢l monto de un capital C al cabo de n periodos se debe aplicar la siguiente
definicion:
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M=C(1+i (m) )n
Si se escinde la operacion en n | y su resultado vuelve a invertirse durante n »:

Ny

C =C(1+i (m))
) n
C2=Cq(1+ifm )™
si se¢ reemplaza C | por su igual

Co :C(1+i(m) )”1 (1+i(m) )n2=C(1+i(m))

Esta propiedad permite cambios de tasa e introduccion de valores monetarios de signo positivo o
negativo cn cualquiera de los periodos entcros de la operacidn.

ni+no_

C(1+i(m))n =M

En el interés compuesto esta propiedad se cumple sélo cuando # es entero.
Aplicacion del interés compuesto para fracciones de periodo

Por haber definido la generacion subperiddica en forma lineal con la expresion:

M=C(1+i(m) )n' (1+i (m)f)

una operacion de este tipo picerde las caracteristicas tanto de la funcidn exponencial como de la
lineal. La tasa de la operacion, que no es cquivalente ni proporcional a i (m)» s€ caleula:

. ) M
L) ='{m xn+f) :?'1

En este caso la operacidn deja de ser cscindible.

En el siguiente ¢jemplo se presenta la evolucion de un capital de 1 §, depositado al 30 %
periodico, durante 3 periodos. Se ha intercalado el valor del capital en la mitad del periodo para
observar su formacién,

Mes M 1 Tasai g, | Tasaiy,
0.0 1,000 0,000

0.5 1,150 0.150 0,1500 0,1500
1.0 1,300 0,150 0,1304 0,3000
1,5 1,495 0,195 0.1500 0,4950
2.0 1,690 0.195 0,1304 0,6900
25 1,944 0,254 0,1500 09435
3.0 2,197 0.254 0,1304 1,1970

En el siguiente grafico se representa la evolucion del capital a lo largo de los meses.
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C. REGIMEN EXPONENCIAL

En cl régimen exponencial, los intereses se calculan en forma exponencial, cualquiera sca el
plazo de la operacion y la periodicidad de la tasa elegida. Esta definiciéon implica la
sapitalizacion diaria. Es decir que se pucede pensar en el régimen exponencial como una
ampliacion del dominio de [a funcién f(t) del régimen compuesto, a nimeros racionales.

M=C(1+i(m) )n
En este caso n = t/m, puede ser entero o no.
flt)= (1+i ) )"
El monto es una funcién exponencial, para cualquier valor de n.

Este modelo de interés tiene las siguicntes caracteristicas:

Aplicacién del interés compuesto para varios periodos enteros o no

Por la definicion misma del modelo, no tiene sentido diferenciar entre casos donde n es cntcro o
no.

M=C{14i ()"

El rendimiento total dc la operacion se obtienc:
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En este caso resulta indistinto ¢l uso de la tasa periddica i(m) aplicada n veces o la

capitalizacién unica con la tasa i (t)- Se dice entonces que ambas (asas son equivalentes.

Co : n

Y —(1+| (m)) -1
Al ser la generacion del interés y su capitalizacion diarias, es indistinto el calculo con tasas de
distinta periodicidad, mientras cumplan la condicién de ser equivalentes, es decirm x n=t.
Se puede demostrar que las lasas subperiddicas de igual duracion son iguales,
independientemente del momento (k) en que sc calculen.

Pket = Tk

Una tasa cquivalente de amplia difusion ¢s la tasa efectiva anual (TEA). que cs la tasa
cquivalente para 365 dias.
Propiedad de escindibilidad

Como la f(t) de este modelo es una funcion exponencial para cualquier valor de #, cumiple con Ja
propiedad de escindibilidad. Esto ofrece una total simplificacion de los calculos, por las
propiedades anteriormente vistas.

Si se aplica este modelo cn el cjemple visio para interés compuesto, se obtienen los siguicntes
resultados:

Mes 7 M I Tasa i () Tasa total
0.0 1.000 0,000
0,5 1,140 0.140 0.1402 0,1402
1,0 1,300 0.160 0.1402 0,3000
1,5 1,482 0,182 0,1402 0,4822
20 1.690 0.208 0,1402 0,6900
25 1.927 0.237 0,1402 0.9269
3. 2.197 0,270 0.1402 1,1970

El grafico de la evolucion del capital se presenta en la proxima pagina,

En la'generacion exponcncial. a plazos iguales -ya sean mayores o menores que el periodo- les
corresponden tasas iguales.

Comparando estos resultados con los de interés compuesto, coinciden sélo para periodos
enteros, no asi en los fraccionarios.
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D. REGIMEN DE CAPITALIZACION CONTINUA

En la capitalizacion continua, los intercses se gencran y capitalizan en forma instantanea, cs
decir, el periodo de capitalizacion tiende a 0, entonces ¢l interés es la derivada de la funcion
capital:

_9C 5c
dt

Esta es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden. cuya solucion particular es:

M=C,e’'

En esta expresion 6 es la tasa nominal anual y 7 el ticmpo medido necesariamente en afios.

De otra forma. si se parte de la expresion del monto del modelo exponencial:
M=C (141 )"

y sc cxpresa en funcion de la tasa nominal anual 3, resulta:

’ L 1g
/ \
M= CL1+§)

Q)
para t tiempo medido en afos y ¢ numcro de periodos cn que se divide el afio.

Si se pretende una capitalizacién instantanea, la duracion de los periodos de capitalizacion tiende
a 0, o lo que es equivalente, ¢ tiende a 20, Aplicando el limite a la expresion anterior se tiene
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tq
M= |im C 1+§~W
g q)

que luego de algunas operaciones, da la expresion final:
to
M=Ce"

Para este modelo f(t): eto

En este régimen. el dominio de la funcion f(t) es el conjunto de los numeros reales.

Estc modelo de interés tiene las siguientes caracteristicas:

Periodicidad de la tasa

En este caso no sc puede hablar de tasa periodica como en los modelos anteriores, ya que al ser
el periodo infinitesimal su tasa correspondiente también deberia serlo. Solo se considera cl caso

de tasa nominal anual “convertible instantaneamente”.

Tampoco se considcran difercntes los casos del tiempo entero o {raccionario. Como el periodo
de capitalizacion tiende a 0, cualquier plazo puede ser considerado en este modclo, pero siempre

expresado en afios.

Propiedad de escindibilidad

Al ser esta también una funcién exponencial, cumple todas las propiedades matemadticas y

connotaciones financieras del modele exponencial.

En el cjemplo siguicnte se trabaja con una tasa & del 30 %.

Per M | Tasa i,z | Tasatotal .
0 1,000 0.000
0.5 1,162 0,140 0,161% 0,1618
] 1,350 0,160 0.1618 0,3499
1,5 1.568 0,182 0,1618 0.5683
2 1.822 0,208 -0,1618 0,8221
25 2117 0,237 0.161% L1170
3 2,460 0,270 0.1618 1,4596
[

La gréifica del monto sera en este caso un trazo continuo por ser el dominio de la funcion el

conjunto de tos nimeros reales.
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Comparacion entre el modelo exponencial y el continuo

En los casos pricticos, puede ser interesante establecer una situacion de cquivalencia entre el
modelo exponencial y el continuo. ya que el tiempo dificilmente se exprese en unidades menores
al dia. No asi ¢n los analisis tedricos donde es necesario trabajar con funciones continuas.

Para que esta ley coincida con la exponencial, la relacion entre las tasas deberd ser:
S=ln{1+1)
donde i ex la tasa anval del modelo exponencial.

§=In{1+03)=0,26236 M= g '*0223%

Mes | M I Tasa i g2 Tasa total
0,0 1,000 0,000

0,5 1,140 0,140 0,1402 0,1402
1,0 1.300 0,160 0,1402 0,3000
1.5 1.482 0,182 - 0.1402 0,4822
2.0 1.690 0,208 0,1402 0,6900
2,5 1,927 0,237 0,1402 0.9269
30 L 2,197 0,270 0,1402 1,1970

COMPARACION GRAFICA ENTRE LOS MODELOS

Si se piensa en una comparacién grafica entre los modelos, ¢l primero queda representado por
una recta (Scrie 1), el segundo por una poligonal (Serie 2), y los ultimos por una curva
exponencial (Series 3 y 4). El modelo de interés compuesto, sélo coincide con la exponencial en
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los puntos representativos de los periodos entcros, para las fracciones dc periodo la curva
exponencial siempre se cncuentra por debajo de la poligonal.

40 - e e ey

: 35 / g
30 . / :

25 . y i Serie1
Je] : i Serie2
s 20 // : .
> / ' Seried

15 / i v

// ——— Serie4

10 -

> ///

o — o

0 1 2 3 4 5
Periodos

Obscrvacion: en todos los graficos se ha utilizado un trazado continuo para representar las
respectivas funciones. Debe entenderse que esto solo es asi para ¢l caso del régimen continuo,
cn los demds casos corresponde representar los modelos mediante puntos que evidencien conio
division minima el dia.

CONCLUSIONES

Lucgo de analizar cada uno de los modelos de generacion del interés v sus implicaciones
practicas, se puede concluir que la coexistencia de criterios tan dispares para su calculo resulta
conflictivo en cuanto a la determinacion del modelo a seguir, y complicado en su calculo para
los no expertos.

La pregunta es ;se justifica hoy, con las herramientas de calculo que se dispone, mantener esta
gama de alternativas de generacion y célculo del interés?. Mas aun, se debe tener en cuenta que
en funcion de los avances tecnologicos, en todas las areas dc ia ciencia los calculos se han hecho
MAs precisos y exigentes.

Una vez que sc ha pactado la tasa periddica entre las partes, parece razonable adoptar el modelo
exponencial con generacion diaria del interés. Este modelo garantiza la equivalencia entre las
distintas tasas. es decir una misma tasa efectiva anual, o lo que es lo mismo, igual tasa diaria a lo
largo de toda la inversion.

Por ejemplo, si se ha pactado una tasa del 5 % anual se debe entender que, cumplido ¢l afo, el
acrcedor ticne dereche a percibir intereses también sobre ese 5 % generado en concepto de
intereses. si es que no se le caneelaron. Si el plazo es menor, el monto estipulado debe ser tal que
permita obtener el 5 % anual pactado para ambas partes.

Este modelo también cs simplificador ante cualquier modificacion en el contrato, prevista o no,
y no ofrece alternativas de disputa.

lgual reflexion se puede hacer frente a economias inflacionarias donde es necesario ajustar el
capital. Las tasas de ajuste siguen el modelo exponencial.
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